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Teoria preliminar

Teoria preliminar

Definicdo — Problema de valor inicial (PVI)

Seja y(t) uma funcdo desconhecida na varidvel independente t que
satisfaz a equacdo diferencial e a condi¢do inicial a seguir:

ay
{O,, = f(ty)

y(a) = «

A solucdo y(t) que satisfaz as condicdes acima chama-se de solucdo
de problema de valor inicial (PVI)

4

A seguir, apresentamos teoremas que garantem unicidade de um PVI.
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Teoria preliminar

Definicdo — condicdo de Lipschitz
Ua fungdo f(t, y) satisfaz a condicdo de Lipschitz na variavel y em um
conjunto D ¢ R? se existe uma constante L tal que

[f(t, y1) = (1, y2)| < L1 — ¥2l,

para todo (t,y1) e (t, y») em D. O nUmero L é chamado consfante de
Lipschitz. )
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Teoria preliminar

Afuncdo f(t,y) = t|y| satisfaz a condicdo de Lipschitzem D = {(t, y)|1 <
y <2,-3 <y <4} pois
IF(t,y1) — f(1, v2)| < 2ly7 — ol
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Teoria preliminar

Teorema

Suponha f(t,y) definida em um conjunto convexo D c R? Se uma
constante L > 0 com

of
—(t <L t D
)| <L (e,

entdo f satisfaz a condicdo de Lipschitz em D com constante de Lips-
chitz L.

4

Esta € uma maneira Util de determinarmos a constante de Lipschitz.
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Teoria preliminar

Teorema - unicidade de um PVI

Suponha D = {(t,y)|la<t<b,—c <y < o} e f(t,y) continuaem D. Se
f satisfaz a condicdo de Lipschitz em D na varidvel y, entdo o PVI

ay
y(@) = «a

tem dnica solugcdo y(t) coma <t < b.
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Teoria preliminar

Sejao PVl y' = 1+ tsin(fy) com 0 < f < 2 e y(0) = 0. Manfendo t constante e
usando o TVM obtemos que:
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Teoria preliminar

Exemplo

Sejao PVl y' = 1+ tsin(fy) com 0 < f < 2 e y(0) = 0. Manfendo t constante e
usando o TVM obtemos que:

f(t, ) —f(t,y2) _ Of
i— Yo oy

para algum € € (v, y2). Assim:

(t,€) = 1* cos(1y),
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Teoria preliminar

Exemplo

Sejao PVl y' = 1+ tsin(fy) com 0 < f < 2 e y(0) = 0. Manfendo t constante e
usando o TVM obtemos que:

f(t, ) —f(t,y2) _ Of
i— Yo oy

para algum € € (v, y2). Assim:

(t,€) = 1* cos(1y),

[F(t, 1) = F(, y2)| = [v1 — yal|1 cos(ty)| < 4ly1 — yal,

cuja constante de Lipschitz é L = 4. Como f(t, y) € continua o feorema anterior
garante unicidade na solu¢do do PVI retratado.

v
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O Método de Euler

@ E o método mais elementar para resolver um PVI. As vezes & cho-
mado de método das tangentes.

@ Gera aproximagdes para a solu¢cdo exata y(f) de um PVl a cada
iteracon=0,1,2,---

@ A aproximacdo ndo é continua, e sim discreta. A aproximacdo
continua pode ser obtida por interpolagdo.
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Desenvolvimento do método:
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O Método de Euler

Desenvolvimento do método:

@ Defina h = (b — a)/n. chamado famanho de passo e n atribuido
pelo usudrio.
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O Método de Euler

Desenvolvimento do método:

@ Defina h = (b — a)/n. chamado famanho de passo e n atribuido
pelo usudrio.

@ Calcule os pontos do dominio fi=a+i-hcomi=0,1,2,--- ,n.
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O Método de Euler

Desenvolvimento do método:

@ Defina h = (b — a)/n. chamado famanho de passo e n atribuido
pelo usudrio.

@ Calcule os pontos do dominio fi=a+i-hcomi=0,1,2,--- ,n.

@ Usamos o Teorema de Taylor. Sendo y(f) a Unica solu¢do do PVI
podemos escrever que:

2
V(i) = vl + ) = y(1) + by (1) + 2(6).

onde ¢ € (f;, fi + h).
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O Método de Euler

@ Como y'(1;) = f(f;, y(1)) reescrevemos a Ultima igualdade por:
h2 11
y(finr) = v (1) + hf(H, y () + 5 v (&)

@ O método de Euler constrdi uma sequéncia de w; ~ y(f;) para cada i =
0,1,2,---,n—1deletando o termo quadratico anterior, isto €, aproximando
o real valor de y(f.1) pela sequéncia:

Wo = o
Wi = V‘/l+hf(1’lav‘/l)7 i:071’27"'7n_]

Coef. ang.

K = f(t;, w))

Note a estrutura deste método: w1 = w; + k h
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O Método de Euler

a =¥

wannn®

Figura: Solu¢do inicial do PVI
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O Método de Euler
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O Método de Euler

O algoritmo para este método é dado a seguir:

Algoritmo 1: Método de Euler para PVlis

Input: f,a,b,n, a;

h=(b-a)/n;

t=a

W= a;

fori=0,1,--- ,n—1do
t=a+i-h;
w=w+h-f(t,w),

end

Output: (1, w).
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O Método de Euler

O Método de Euler

Exemplo
Seja o PVI:
ay 5
= = = <t<
{ = y—1f41, 0<t<?2
y(0) = 0.5

Usamos o método de Euler para aproximar a solu¢do y(t) no intervalo
[0,2]. Por facilidade, adotamos n= 10— h= (2 -0)/10=0.2.

v
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O Método de Euler

Cdlculos do método de Euler no PVI y' = y — 12 + 1, y(0) = 0.5 com
n=10.

Wip1 = w; + f (ti,w;):
1=0
w; = w0+h-f(t0.,wo)

0.5+0.2- (0,0.5)
= 05+02-15

=
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O Método de Euler

y(f)

Figura: Solu¢do exata do PVI
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O Método de Euler

y(f)

Figura: Solu¢cdo exata do PVI com w;
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O Método de Euler

O Método de Euler

y(f)

Figura: Solu¢do exata do PVI com w,
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O Método de Euler

y(f)

Figura: Solu¢do exata do PVI com w;
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O Método de Euler

O Método de Euler

Figura: Solu¢cdo exata do PVI com wy
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O Método de Euler

Comportamento do método de Euler em termos de nno PVI y' = y —
2 +1, y(0) =0.5.

Aliano, A.F (UTFPR) Cdlculo numérico 1¢ sem. de 2021 27/117



O Método de Euler

Tabela: Método de Euler e erros absolutos (em mddulo) em relacdo & solucdo
exata de em termos de n

t; n=20 n=40 n=280

0.0 0.000 0.000 0.000
0.2 1.530 x 102 7.827 x 1073 3.960 x 103
04  3.255x 1072 1.669 x 102 8.453 x 103
0.6 5188 x 1072 2.666 x 102 1.352 x 102
0.8 7.338 x 102 3.781 x 102 1.920 x 102
1.0  9.710x 102 5.017 x 102 2.552 x 102
12 1.230 x 10! 6.375 x 102 3.247 x 102
14 1.509 x 10! 7.847 x 10—2 4.005 x 102
1.6 1.805 x 10! 9.420 x 102 4.817 x 102
1
1

1.8 2111 x 10~ 1.107 x 10! 5.672 x 102
20 2420 x 10~ 1.275 x 107! 6.550 x 102
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O Método de Euler

O Método de Euler

Algumas observacdes podemos fazer:

@ Para um valor fixo de f, os valores de w; e y; tornam-se mais
proximos a medida que n aumenta

@ Po outro lado, mais cdlculos serdo necessarios a medida que n au-
menta.

@ Para um n fixo, as aproximagdes tfendem a serem melhores quanto
mais proximos estamos do ponto (a, «) = (0,0.5)

4

Questdes a serem respondidas:
@ Se n— oo, Wi, Wy, -+, Wy CONVErge para a solucdo exata?
@ Se sim, quando a velocidade de convergéncia?
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O Método de Euler

Teorema — erro absoluto no método de Euler

Seja f contfinua, satisfaz a condicdo de Lipschitz com constante L em
D={(t,y)la<y < b,—oco <y <oo}eque maxea, |y’ (1) = M, em que
y € a Unica solugcdo do PVI. EntGo as aproximagoes wy, Wy, Wa, - - - , Wh
satisfazem a seguinte desigualdade:

s . M it-a)
e,—|y(m—w,|gh~ﬂ(e 4).

Aliano, A.F (UTFPR)
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O Método de Euler

O Método de Euler

Teorema — erro absoluto no método de Euler

Seja f contfinua, satisfaz a condicdo de Lipschitz com constante L em
D={(t,y)la<y < b,—oco <y <oo}eque maxea, |y’ (1) = M, em que
y € a Unica solugcdo do PVI. EntGo as aproximagoes wy, Wy, Wa, - - - , Wh
satisfazem a seguinte desigualdade:

s . M it-a)
e,—|y(m—w,|gh~ﬂ(e 4).

@ Seh—0entdoeg —0
@ A medida que f; se afasta de a maior é o erro.
@ Quanto menores as constantes L e M, mais répida é a convergéncia.
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O Método de Euler

@ A parte ruim do teorema de estimativa de erro € que precisamos
conhecer a segunda derivada da solucdo.

@ Todavia podemos obter o seguinte, pela regra da cadeia:

y" (1)

ay’

at ("

d

Sy ()

of ot of dy
otdt oy dt

of of
ar(Ly(N) + 5o y(1) - (1, v (1)

uma maneira de termos a segunda derivada.
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Cdlculo numérico 12 sem. de 2021 31/117



O Método de Euler

O Método de Euler

Majore o erro cometido com o método de Euler ao resolvermos o PVI
anterior no mesmo intervalo.
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O Método de Euler

Resolucdo:
@ A constante de Lipschitz & dada por:
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O Método de Euler

Resolucdo:
@ A constante de Lipschitz & dada por:

of

a—y(f, y(1) = aﬂy(y— P+1)=1, Vvtel0,2],

segue que L= 1.
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O Método de Euler

Resolucdo:
@ A constante de Lipschitz & dada por:

of 0 5 B
segue que L= 1.
@ Para estimarmos o mdaximo da segunda derivada, usamos o fato
de que
(1)l

|f + 1, - ]
= |2t 1-(y - +1)
6

IN

pelo grafico anterior.
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O Método de Euler

@ Logo,
e,-gh.s(eff_1)7 i=0,1,2,---.n.
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O Método de Euler

@ Logo,
e,-gh.s(eff_1)7 i=0,1,2,---.n.

@ Isso significa que, para um t; fixo, o erro é proporcional a h.

@ Porexemplo, para t = 2 e h= 0.5, a estimativa do erro € no maximo
4.79.

@ Por isso o método de Euler € chamado de primeira ordem.

@ Isso significa que, se quisermos reduzir & metade o erro, deveremos
reduzir & metade h
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O Método de Euler Método de Euler melhorado

Método de Euler melhorado

@ Uma tentativa de melhorar o método de Euler consiste em consi-
derar como cdlculo do coeciciente angular o seguinte:
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O Método de Euler Método de Euler melhorado

Método de Euler melhorado

@ Uma tentativa de melhorar o método de Euler consiste em consi-
derar como cdlculo do coeciciente angular o seguinte:

1
k = E(f(fla VVI) + f(ff+] ) V‘/i+]))

que é a média aritmética dos coeficientes angulares entre dois
pontos seguidos (lembre-se que no Euler tradicional k = f(t;, y;))
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O Método de Euler Método de Euler melhorado

Método de Euler melhorado

@ Uma tentativa de melhorar o método de Euler consiste em consi-
derar como cdlculo do coeciciente angular o seguinte:

1
k = E(f(fla VVI) + f(ff+] ) V‘/i+]))

que é a média aritmética dos coeficientes angulares entre dois
pontos seguidos (lembre-se que no Euler tradicional k = f(t;, y;))

@ Assim, as iteradas do método melhorado ficam assim:

{ Wo = «
Wir = W+ (f(H wi) + f(tior, Wig)),

parai=0,1,2,---,n—1
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O Método de Euler Método de Euler melhorado

Método de Euler melhorado

@ Uma tentativa de melhorar o método de Euler consiste em consi-
derar como cdlculo do coeciciente angular o seguinte:

1
k = E(f(fla VVI) + f(h+] ) V‘/i+]))

que é a média aritmética dos coeficientes angulares entre dois
pontos seguidos (lembre-se que no Euler tradicional k = f(t;, y;))

@ Assim, as iteradas do método melhorado ficam assim:

{ Wo = «
Wir = W+ (f(H wi) + f(tior, Wig)),

parai=0,1,2,---,n—1
@ Todavida hd um problema: ndo conseguimos isolar w;,; acimal
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O Método de Euler Método de Euler melhorado

Método de Euler melhorado

@ Podemos substituir
Wip1 = W, + hf(t, w;)

na igualdade anterior para obtermos as iteradas

{ wWo = «
Wi = Wi+ 5(f(h, wi) + f(fi + h, w; + hf(t, wy))),

parai=0,1,2,---,n— 1. Esta modificacdo & o método de Euler
Modificado ou Férmula de Heun.
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O Método de Euler Método de Euler melhorado

Método de Euler melhorado

@ Podemos substituir
Wip1 = W, + hf(t, w;)

na igualdade anterior para obtermos as iteradas

{ wWo = «

Wip = wi+ 3(f(f wi) + f(ti + h, wi + hf(t, w)))),
parai=0,1,2,---,n— 1. Esta modificacdo & o método de Euler
Modiificado ou Férmula de Heun.

@ E possivel mostrar que ele & um método de ordem 2, isto &, o erro
de truncamento global é proporcional a h?
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Método de Euler melhorado

O algoritmo para este método de Euler melhorado é dado a seguir:

Algoritmo 2: Método de Euler melhorado para PVis
Input: f,a,b,n, a;

h=(b-a)/n;
t=a
w=qa
fori=0,1,--- ,n—1do
t=a+i-h
w = w+ J(f(t,w) + f(t + h, w + hf(t, w))):
end

Output: (1, w).
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O Método de Euler Método de Euler melhorado

Método de Euler melhorado

@ O método calcula dois coeficiente angulares. Primeiro, ky = f(f;, w;)
no ponto corrente ;.
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O Método de Euler Método de Euler melhorado

Método de Euler melhorado

@ O método calcula dois coeficiente angulares. Primeiro, ky = f(f;, w;)
no ponto corrente ;.

@ Em seguida, da-se um passo de Euler de tamanho h usando k; a
partir de f;. Entdo obtemos o ponto (f; + h, w; + hk;).
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O Método de Euler Método de Euler melhorado

Método de Euler melhorado

@ O método calcula dois coeficiente angulares. Primeiro, ky = f(f;, w;)
no ponto corrente ;.

@ Em seguida, da-se um passo de Euler de tamanho h usando k; a
partir de f;. Entdo obtemos o ponto (f; + h, w; + hk;).

@ Calcula-se um novo coeficiente angular neste novo ponto, isto &,
ko = f(ti + h, w; + hky).
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O Método de Euler Método de Euler melhorado

Método de Euler melhorado

@ O método calcula dois coeficiente angulares. Primeiro, ky = f(f;, w;)
no ponto corrente ;.

@ Em seguida, da-se um passo de Euler de tamanho h usando k; a
partir de f;. Entdo obtemos o ponto (f; + h, w; + hk;).

@ Calcula-se um novo coeficiente angular neste novo ponto, isto &,
ky = f(f,—i—h, V\/j+hk]).

@ Finalmente, damos um passo de Euler de tamanho h a partir de
f; usando-se o coeficiente angular médio, i.e., k = %(lq + k) para
obtermos a nova aproximag¢do wj, 1 = w; + hk
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O Método de Euler Método de Euler melhorado

Método de Euler melhorado
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Figura: Interpretacdo geométrica do método Euler melhorado
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O Método de Euler Método de Euler melhorado

Método de Euler melhorado

@ Observacao: se f(t, y) ndo depender de y, a equagdo diferencial
se reduz a integral de f(t). Entdo temos que:
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O Método de Euler Método de Euler melhorado

Método de Euler melhorado

@ Observacao: se f(t, y) ndo depender de y, a equagdo diferencial
se reduz a integral de f(t). Entdo temos que:

h
Wip1 — W, = §(f(ri)+f(fi+h))7

que € precisamente a regra do Trapézio para Integrais.
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O Método de Euler Método de Euler melhorado

Método de Euler melhorado

@ Observacao: se f(t, y) ndo depender de y, a equagdo diferencial
se reduz a integral de f(t). Entdo temos que:

h
Wit —Wi=§(f(fi)+f(fi+h))7

que € precisamente a regra do Trapézio para Integrais.
@ Veja que y’ = f(t, y(1)) se intfegrada de f; a f;,; resulta em:
fis1 7 fis fis
[ var= [ty at— v - v = [ Rty o
fi fi fi

E como y() ~ w; obtemos que:

V(hir) = V(R) = wist —wi = 0 (F(H) + (1 + )
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Método de Euler melhorado

O Método de Euler

Método de Euler melhorado
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Figura: Area exata & o valor de yi1 — y;
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Método de Euler melhorado

O Método de Euler

Método de Euler melhorado
y(1)
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Figura: Aproximo(;do para a ared Y. — y; por um trapézio
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O Método de Euler Método de Euler melhorado

Método de Euler melhorado

Exemplo
Resolva o PVI

ay
{E — y-3t+1, 0<t<2
y(0) = 05

Usamos o método de Euler melhorado para aproximar a solu¢cdo y(t)
no intervalo [0, 2].

v
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O Método de Euler

Método de Euler melhorado

Método de Euler melhorado

Tabela: Método de Euler melhorado e erros absolutos (em mddulo) em
relacdo a solugcdo exata de em termos de n

fi n=20 n=140 n=280
0.0 0.000 0.000 0.000

0.2 5.666 x 104 1.471 x 104 3.746 x 107°
0.4 1.384 x 10-3 3.592 x 104 9.151 x 10—°
0.6 2.535 x 10~3 6.581 x 104 1.677 x 104
0.8 4.128 x 103 1.072 x 10-3 2.730 x 104
1.0 6.301 x 10-3 1.636 x 1073 4.168 x 104
1.2 9.235 x 10-3 2.398 x 10-3 6.109 x 104
1.4 1.316 x 102 3.417 x 10-3 8.706 x 104
1.6 1.836 x 1072 4.769 x 103 1.215 x 10-3
1.8 2.523 x 1072 6.553 x 10~3 1.670 x 1073
2.0 3.423 x 1072 8.893 x 103 2.266 x 10~3

Aliano, A.F (UTFPR)
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O Método de Euler Método de Euler melhorado

Método de Euler melhorado

Cdlculos do método de Euler melhorado no PVIy’ = y—3f+1, y(0) = 0.5
com n=10.

W = w4 5 (F (b i)+ F b+ A 1 wi):
i=0 X
w = wo+ §(f(t07w0) + f(to + hywo + hf(to, wo)))
— 05+ % [£(0,0.5) + £(0.2,0.5 + 0.2f(0,0.5))]
= 05+0.1[£(0,0.5) + £(0.2,0.8]
= 0717
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O Método de Euler Método de Euler melhorado

Método de Euler melhorado

llustracdo da convergéncia do Euler simples em termos de n no PVI
y'=y-3t+1,y(0)=05

Aprox.

y(t)
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O Método de Euler Método de Euler melhorado

Método de Euler melhorado

llustracdo da convergéncia do Euler melhorado em termos de nno PVI
y'=y-3t+1,y(0)=05

n=2

1

— 0 t t X T t
0 0.5 1 1 2

—1
Aprox.

-2

y(t)
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Método de Taylor de ordem superior

Sumario

e Método de Taylor de ordem superior
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Método de Taylor de ordem superior

Método de Taylor de ordem superior

ldeia gerall

Considere o PVI: .
y o _
{a — f(ty)
y(@ = «

Nossa ideia € gerar um método que, em menos iteracdes gera uma
proximagcdo melhor, mesmo se estejamos longe de f = a.

y
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Método de Taylor de ordem superior

Vamos expandir y(t) no seu polindmio de Taylor de grau n+ 1 em torno
de t;:

ht 1

nt 1)!)/(”“)(5/)7

y(fi1) = y(ti+ h) = y(h) + hy' () + - +

para & € (f, i+ h)
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Método de Taylor de ordem superior

Vamos expandir y(t) no seu polindmio de Taylor de grau n+ 1 em torno
de t;:

hn+ 1

GE: 1)!)/(”“)(5/),

y(fi1) = y(ti+ h) = y(h) + hy' () + - +

para ¢ € (1, 1 + h) Agora, por outro lado, tfemos que:

Y(h=1(ty®), v'(H=Fty®), -, YO =ty

Vamos substituir estas igualdades na expansdo de Taylor.
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Método de Taylor de ordem superior

Vir = y(h) + hi(t, y(f)) + WF (1 y(h) + -
n n+1
+ %f(”’”(h, y(t)) + hf“’)(&, V()

Deletamos este resto

Entdo este método aproxima y;.; usando uma aproximagdo de Taylor em torno
yi de grau n — 1. No método de Euler, o polindmio de Taylortem graun= 1.
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Método de Taylor de ordem superior

@ Assim, no método de Taylor de ordem superior, consideramos w; ~
y(1;) e as iteradas:

Wy = «
Wiy = W/-i-h-Tn(T,',W,‘), i=0,1,2,---,n=1
onde
n h / hni] (n—1)
Tt wi) = F(h, W)+ o P (h wi) + - D w).
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Método de Taylor de ordem superior

Resolva o PVI

ay 5
{E — y-f241, 0<t<2
y(0) = 05

usando o método de Taylor de segunda ordem e n = 4.

Aliano, A.F (UTFPR) Cdlculo numérico 12 sem. de 2021 54/117



Método de Taylor de ordem superior

@ Nesse caso, as iteradas sGo dadas por:
0.25
wiey = wi+025- (f(h w) + S5 F (hw) )

et=0+h-i=2i/nic{0,1,23, 4}
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Método de Taylor de ordem superior

@ Nesse caso, as iteradas sGo dadas por:
0.25
wiey = wi+025- (f(h w) + S5 F (hw) )

eti=0+h-i=2i/n,ie{0,1,2,3,4}.
@ Agora,
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Método de Taylor de ordem superior

@ Nesse caso, as iteradas sGo dadas por:
0.25
wiey = wi+025- (f(h w) + S5 F (hw) )

eti=0+h-i=2i/n,ie{0,1,2,3,4},
@ Agora,
f(fiowi) =wi— 2 +1 e F(fi,w)=w— 17— 2f+1

@ Assim,parai=0,fi=0e wy=05edai
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Método de Taylor de ordem superior

@ Nesse caso, as iteradas sGo dadas por:
0.25
wiey = wi+025- (f(h w) + S5 F (hw) )
eti=0+h-i=2i/n,ie{0,1,2,3,4}.
@ Agora,
fhow)=wi—+1 e f(thw)=w—1—2H+]1
@ Assim,parai=0,fi=0e wy=05edai
Wi = wp + 0.5 [(wo — 4+ 1)+ 05(wp — 8 — 2t + 1)/2]

resulfando em 1.4375. As outras calculagcdes estdo a seguir.
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Método de Taylor de ordem superior

Tabela: Demais valores para as aproximacdes de Taylor de 22 ordem para o PVI

It w;

0 00 05

1 0.5 14375
2 1.0 267969
3 1.5 4.10449
4 20 551355
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Método de Taylor de ordem superior

Detalhamento dos cdlculos a seguir com n = 10:

Vamos calcular as iteradas: )

h
wip1 = w; + h(w; — 2 + 1) + 5 (wi = t7 —2t; + 1):

1=0

h2
w1 wo+h(wo7t3+1)+?(w07t872t0+1)

0.04
0.5+0.2(0.5—024+1) + —- (05 —02-2.041)

= 0.83
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Método de Taylor de ordem superior

Comportamento do método de Taylor de 22 ordem em termos de n no
PVIy =y -1 +1, y(0) =0.5.
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Método de Taylor de ordem superior

Método de Taylor de ordem superior

Tabela: Comparacdo entre os métodos de Euler e de Taylor de ordem 2 pelos
erros absolutos (em mddulo) em relacdo & solucdo exata para varios valores
den

1 n=20 n=40 n=280
Euler Taylor 2¢ ordem Euler Taylor 2¢ ordem Euler Taylor 2¢ ordem

00 00 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

0.2 1.5x 102 1.9 x 104 7.8x 1078 4.9 x10°° 40x%10°° 1.2 x 1075

04 33x1072 4.6 x 1074 1.7 x 102 1.2 x 1074 8.5x 1073 3.1x10°°

06 52x1072 85x 104 2.7 x 102 2.2x 1074 1.4 x 102 56 x 1075

08 7.3x1072 1.4 %1072 3.8x 1072 3.6x 1074 1.9 x 102 9.1x10°°

1.0 97x107? 2.1x 1078 5.0x 102 55x 1074 2.6 x 102 1.4 %104

1.2 12x 107! 3.1x1073 6.4 x 1072 80x 1074 3.2x 1072 20x 10~

1.4 1.5 % 107! 441078 7.8 x 1072 1.1x 1073 40x 1072 2.9 %104

1.6 1.8x 107! 6.1x10°° 9.4 x 102 1.6x 1073 4.8 %1072 4.1 %1074

18 2.1x107! 8.4 x 10738 1.1 x 107! 22x 1078 5.7 x 1072 5.6 x 1074

20 24x107! 1.1 %1072 1.3x 107! 30x 1073 6.5x 1072 7.6x 104

UTrer

Aliano, A.F (UTFPR) Cdlculo numérico 2sem. de 2021 59/117




Método de Taylor de ordem superior

Método de Taylor de ordem superior

Teorema - erro absoluto no método de Taylor

Se o método de Taylor for usado para resolver o PV

ay
{O,, ~ f(ty)

y(@ = «

com tamanho de passo h e se y € C"'[a, b], entdo o erro maximo de
fruncamento tem ordem h".

4

Aliano, A.F (UTFPR) Cdlculo numérico 1¢ sem. de 2021 60/117



Método de Taylor de ordem superior

Método de Taylor de ordem superior

Teorema - erro absoluto no método de Taylor

Se o método de Taylor for usado para resolver o PV

ay
{O,, ~ f(ty)

y(@ = «

com tamanho de passo h e se y € C"'[a, b], entdo o erro maximo de
fruncamento tem ordem h".

4

@ Se estamos com Taylor de 2¢ ordem, reduzir h pela metade é reduzir
o erro a quarta parte, aproximadamente.

@ Quanto maior o grau do polindmio de Taylor aproximante, mais
r@pida é a convergéncia.
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Métodos de Runge-Kutta
” ]
Sumario

@ Métodos de Runge-Kutta
@ Runge-Kutta de ordem 2
@ Runge-Kutta de ordem 4
@ Sistemas de EDOs (2 equacdes)
@ EDOs de ordem superior
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Métodos de Runge-Kutta

@ Os métodos de Taylor ordem tém a desvantagem de termos que
calcular e determinar as derivadas de ordem superior em cada
ponto.

@ Esta & uma tarefa cara, computacionalmente.,

@ Os métodos de Runge-Kutta (desenvolvidos entre 1890 e 1910) tém
alta ordem de convergéncia e dispensam o conhecimento das de-
rivadas de ordem superior.
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Métodos de Runge-Kutta

Métodos de Runge-Kutta

Necessitamos enunciar o Teorema de Taylor para duas varidveis.

Teorema de Taylor (caso n = 2 variaveis)

Se f(f,y) tenha derivadas parciais de ordem até 3 confinuas. Para
cada (t,y), existem fop < £ < fe yy < u < y de modo que f(t,y) =
'D2(T7 y) + R2(fa y) onde:

Poty) = f(fovyo)+[(f*fo) (fo,¥0) + (v — ¥0) o (fo,yo)]

1 2

. 2{(1‘— 22 E (1 ¥0) + 20 = )(Y = ¥0) (1 o)

otoy

o OPf
_ r
+ (V=) 8y2(0’y0)}
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Métodos de Runge-Kutta

Métodos de Runge-Kutta

Necessitamos enunciar o Teorema de Taylor para duas varidveis.

Teorema de Taylor (caso n = 2 variaveis)

Se f(f,y) tenha derivadas parciais de ordem até 3 confinuas. Para
cada (t,y), existem fop < £ < fe yy < u < y de modo que f(t,y) =
'D2(T7 y) + R2(fa y) onde:

w

Ro(ty) = Z()(f—ro)3 v =) 5 ,ayl(&u)

j=0
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Métodos de Runge-Kutta Runge-Kutta de ordem 2

Sumario

@ Métodos de Runge-Kutta
@ Runge-Kutta de ordem 2
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Métodos de Runge-Kutta Runge-Kutta de ordem 2

Métodos de Runge-Kutta (ordem 2)

@ No método de Taylor de ordem 2, as iteradas eram do tipo:
Wizt = W + h- T2, wy)
em que

h
T2(t, wi) = f(t, wi) + 1 (1, wi)
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Métodos de Runge-Kutta Runge-Kutta de ordem 2

Métodos de Runge-Kutta (ordem 2)

@ No método de Taylor de ordem 2, as iteradas eram do tipo:
Wizt = W + h- T2, wy)
em que

h
T2(t, wi) = f(t, wi) + 1 (1, wi)

@ A ideia do método de Runge-Kutta é encontrar o e 3 para aproxi-
mar o termo T?(t, w;) por uma expressdo do tipo f(t + a, y + 3) com
um erro da ordem h?.
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Métodos de Runge-Kutta Runge-Kutta de ordem 2

Métodos de Runge-Kutta (ordem 2)

@ No método de Taylor de ordem 2, as iteradas eram do tipo:
Wizt = W + h- T2, wy)

em que

h
T2(t, wi) = f(t, wi) + 1 (1, wi)

@ A ideia do método de Runge-Kutta é encontrar o e 3 para aproxi-
mar o termo T?(t, w;) por uma expressdo do tipo f(t + a, y + 3) com
um erro da ordem h?.

@ Se conseguirmos isto, serd bom, porque a expressdo f(f + a,y + 3)
ndo envolve derivada.
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Métodos de Runge-Kutta Runge-Kutta de ordem 2

Métodos de Runge-Kutta (ordem 2)

@ Como na expressdo de T?(t, w;) envolve f’, vamos encontrar uma
expressdo para ela:
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Métodos de Runge-Kutta Runge-Kutta de ordem 2

Métodos de Runge-Kutta (ordem 2)

@ Como na expressdo de T?(t, w;) envolve f’, vamos encontrar uma
expressdo para ela:

gracas ¢ regra da Cadeia.
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Métodos de Runge-Kutta Runge-Kutta de ordem 2

Métodos de Runge-Kutta (ordem 2)

@ Como na expressdo de T?(t, w;) envolve f’, vamos encontrar uma
expressdo para ela:

ity 9F L Oy
Flty) =57 + ay(f’ y)-f(t.y)
gracas ¢ regra da Cadeia.
@ Entdo:
hof h of
2 _ m Z )
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Métodos de Runge-Kutta Runge-Kutta de ordem 2

Métodos de Runge-Kutta (ordem 2)

@ Agora expandimos f(t + «,y + 8) em seu polindmio de Taylor de
grau 1:

f of
t,y) +ﬂa—y(t y)+ Ri(& )

f(t+ o,y + B) = f(t, y)—l—a%(

onde

2 a2f f 2 32
Ri6 ) = 5 (6 m) + b (E) + aw“ ).

@ Agora, comparamos as expressdes de T2(t,y) e de f(t + o,y + j)
gue obtivemos, na tentativa de encontrarmos a e g.
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Métodos de Runge-Kutta Runge-Kutta de ordem 2

Métodos de Runge-Kutta (ordem 2)

@ Coeficiente de 2f : implica o = 2

@ Coeficiente de 2 8— -implica g = (T Y)
@ J& determinamos a e 8. Podemos caleular Ry (&, p):
h? 92f 92f
Rile.m) =52, (é,u)+ (f y) (é )+ ff(f )/)28),2 (& 1),

que é de ordem 2, como gqueriamaos.
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Métodos de Runge-Kutta Runge-Kutta de ordem 2

Métodos de Runge-Kutta (ordem 2)

Temos entdo o primeiro método de Runge-Kutta:

Método de Runge-Kutta (Ponto Médio)

As iteradas do método do Ponto Médio sdo definidas da seguinte ma-
neira:

{WO = «
Wit = W RE (1w 310 W)

parai = 0,1,2,--- ,n— 1. Trata-se de uma aproxima¢do de segunda
ordem

y
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Métodos de Runge-Kutta Runge-Kutta de ordem 2

Métodos de Runge-Kutta (ordem 2)

O algoritmo para este método é dado a seguir:

Algoritmo 3: Método de Ruge-Kutta de ordem 2 para PVIs

Input: f,a,b,n, a;

h=(b—a)/n;
t=a
W = «;
fori=0,1,--- ,n—1do

t=a+i-h

w= w+hf(f+g,w+gf(f,w));
end

Output: (1, w).
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Métodos de Runge-Kutta Runge-Kutta de ordem 2

Métodos de Runge-Kutta (ordem 2)

@ O método calcula dois coeficiente angulares. Primeiro, ky = f(f;, w;)
no ponto corrente ;.
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Métodos de Runge-Kutta Runge-Kutta de ordem 2

Métodos de Runge-Kutta (ordem 2)

@ O método calcula dois coeficiente angulares. Primeiro, ky = f(f;, w;)
no ponto corrente ;.

@ Em seguida, da-se um passo de Euler de tamanho h/2 usando k; a
partir de f;. Entdo obtemos o ponto (f; + g, w; + glq).
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Métodos de Runge-Kutta Runge-Kutta de ordem 2

Métodos de Runge-Kutta (ordem 2)

@ O método calcula dois coeficiente angulares. Primeiro, ky = f(f;, w;)
no ponto corrente ;.

@ Em seguida, da-se um passo de Euler de tamanho h/2 usando k; a
partir de f;. Entdo obtemos o ponto (f; + g, w; + glq).

@ Calcula-se um novo coeficiente angular neste novo ponto, isto &,
ko = f(t+ 5, wi+ Sky).
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Métodos de Runge-Kutta Runge-Kutta de ordem 2

Métodos de Runge-Kutta (ordem 2)

@ O método calcula dois coeficiente angulares. Primeiro, ky = f(f;, w;)
no ponto corrente ;.

@ Em seguida, da-se um passo de Euler de tamanho h/2 usando k; a
partir de f;. Entdo obtemos o ponto (f; + g, w; + glq).

@ Calcula-se um novo coeficiente angular neste novo ponto, isto &,
ky = f(ti + 5, w; + 5ki).

@ Finalmente, damos um passo de Euler de tamanho h a partir de f;

usando-se o coeficiente angular ks, i.e., k = k, para obtermos a
NovVa aproximagcdo wi, = w; + hk
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Métodos de Runge-Kutta Runge-Kutta de ordem 2

Métodos de Runge-Kutta (ordem 2)

Aliano, A.F (UTFPR)
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Métodos de Runge-Kutta Runge-Kutta de ordem 2

Métodos de Runge-Kutta (ordem 2)

Exemplo
Resolva o PVI

ay
{E — y-3t+1, 0<t<2
y(0) = 05

Usamos o método de Runge-Kuta para aproximar a solu¢cdo y(1) no
intervalo [0, 2].

v
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Métodos de Runge-Kutta Runge-Kutta de ordem 2

Métodos de Runge-Kutta (ordem 2)

Cdlculos do método de Runge-Kuttano PVl y’ = y — 3t + 1, y(0) = 0.5
com n=10.

h h
wiy1 = w; + f (tz‘ + 5 Wi + §f(ti,wi))!
i=0

h h
w; = wo+h-f (t()+§,w0+§f(to,wo))

2 0.2
= 05+02 f (o + 07, 0.5+ =10, 0.5))
= 05+0.2-f(0.1,0.65)

= 0.77
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Métodos de Runge-Kutta Runge-Kutta de ordem 2

Métodos de Runge-Kutta (ordem 2)

Convergéncia método de Runge-Kuttano PVl y' = y —3f+1, y(0) = 0.5
para varios valores de n.

y(t)

Aliano, A.F (UTFPR)
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Métodos de Runge-Kutta Runge-Kutta de ordem 4

Sumario

@ Métodos de Runge-Kutta

@ Runge-Kutta de ordem 4
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Métodos de Runge-Kutta Runge-Kutta de ordem 4

Métodos de Runge-Kutta (ordem 4)

Outros métodos de Runge-Kutta de ordem mais alta podem ser obfi-
dos. A ideia bdasica & aproximar T7(f;, w;). Se isso for feito para n = 4
teremos o Runge-Kutta de quarta ordem, o mais utilizado dentre os
métodos para PVis.
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Métodos de Runge-Kutta (ordem 4)

Método de Runge-Kutta de ordem 4

Wy = «
ke = f(t,w)
k = f(h+g,wf+gk1)
ky = f(h+ﬁ,wi+gkz)
ks = f(fiy1, wi + hks)
Wi = M+g(k]+2kg+2k3+k4), i=0,1,2---,n-1 |
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Métodos de Runge-Kutta (ordem 2)

O algoritmo para este método é dado a seguir:

Algoritmo 4: Método de Ruge-Kutta de ordem 4 para PVIs

Input: f,a,b,n, a;
h=(b-a)/n;

t=a

W= o,

fori=0,1,--- ,n—1do
t=a+i-h

ki = f(t, w);

ko =f(t+8,w+5k):
kszf(f+g,w+gk2);
kg = f(t+ h, w; + hks);
W =W+ 2k + 2Ky + 2k3 + ky):

end
Output: (1, w).
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Métodos de Runge-Kutta (ordem 4)

y
y(t)
Vi1 }"’.
Sk =fhw)
Wi+ ki § "."’
Yi i
honeg heh

——h—

Figura: Interpretacdo geométrica do método Runge-Kutta de ordem 4
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Métodos de Runge-Kutta (ordem 4)

Y
y(1)
Vit }"’.
S k=1t w)
S0 =+ wit+ k)
w; + k]g ".‘.0 7
Yi i
t
i f+g Hth

——h—

Figura: Interpretacdo geométrica do método Runge-Kutta de ordem 4
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Métodos de Runge-Kutta (ordem 4)

y
y(1)
Yit1 }"’.
S k=1t w)
..' s _ ) h ) h
W+ ko8 & ke = f(fi+ 3, Wi +ki3)
Yi i o
i t+§ fith

——h—

Figura: Interpretacdo geométrica do método Runge-Kutta de ordem 4
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Métodos de Runge-Kutta (ordem 4)

y
(1)
Vit }"’.
4
/.l’
= tthw)
iy = F(h+ 0w+ kg D
Wi+ ko 2= Mk g, ik kiz)
& ks = f(ti+ 3, Wi + k2 3)
Yi i *
W heg heh

——h—

Figura: Interpretacdo geométrica do método Runge-Kutta de ordem 4
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Métodos de Runge-Kutta (ordem 4)

y
y(1)
Vit s
Wi+ k3§ ¥
A =1, w)
S k=t k)
ks = f(t+ 5. Wi+ ko §)
Vi - R
fi h+h

——h—

Figura: Interpretacdo geométrica do método Runge-Kutta de ordem 4
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Métodos de Runge-Kutta (ordem 4)

Vit 3
w; + k3
i+ & =i w)
ko = f(fi + 3, Wi+ ki)
',." ks = f(ti+ 3, wi+ ko B)
ka = f(ti + h, w; + ksh)
Vi | :
fi h+h
——h—

Figura: Interpretacdo geométrica do método Runge-Kutta de ordem 4

1¢ sem. de 2021 86/117
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Métodos de Runge-Kutta (ordem 4)

y
y()
Vit /'l.".
SE T Tk =f(hw)
/’,~" ko = f(ti+ 53, wi+ Kk §)
e ks = f(ti+ 3, wi+ ko B)
ke = f(t + h, w; + ksh)
M K = L(ki + 2k + 2Ks + ki)
fi h+h
+——h——

Figura: Interpretacdo geométrica do método Runge-Kutta de ordem 4
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Métodos de Runge-Kutta (ordem 4)

y
y()
Wi /.l.".
SE T Tk =f(hw)
/’,~" ko = f(ti+ 53, wi+ Kk §)
e ks = f(ti+ 3, wi+ ko B)
ke = f(t + h, w; + ksh)
M K = L(ki + 2k + 2Ks + ki)
fi h+h
+——h——

Figura: Interpretacdo geométrica do método Runge-Kutta de ordem 4
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Métodos de Runge-Kutta (ordem 4)

Exemplo
Resolva o PVI

ay
{E — y-3t+1, 0<t<2
y(0) = 05

Usamos o método de Euler melhorado para aproximar a solu¢cdo y(t)
no intervalo [0, 2].

v
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Métodos de Runge-Kutta (ordem 4)

Cdlculos do método de Runge-Kuttano PVl y’ = y — 3t + 1, y(0) = 0.5
com n=10.

ki = f(to, wo) = £(0,0.5) = 1.5

ks = f(to+ & wo + Bk1) = £(0.1,0.65) = 1.35
ks = f(to+ & wo + bks) = £(0.1,0.635) = 1.335
ks = f(to + h,wo + hks) = £(0.2,0.767) = 1.167
k= (k1 + 2k + 2ks + ky) = 1.34

wy=wo+h-k=05+0.2-1.34=|0.768
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Métodos de Runge-Kutta (ordem 4)

Tabela: Comparacdo entre os métodos de Runge-Kutta de 22 e 4¢ ordem
pelos erros absolutos (em modulo) em relagdo a solucdo exata para varios
valores de n

1 n=20 n=40 n=280
2¢ ordem 42 ordem 22 ordem 42 ordem 22 ordem 42 ordem
00 00 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
02 57x10* 2.8 x 1077 1.5 % 1074 20x 108 3.7 x10°° 0.0
0.4 14 %1073 6.9 x 1077 3.6x 1074 40x 108 9.2x10°° 0.0
06 25x10°° 1.3x 107 6.6 x 1074 8.0x 1078 1.7 x 1074 1.0x 108
08 41x1073 2.1x10°¢ 1.1x 1072 1.3 x 1077 2.7 x 1074 1.0x 108
1.0 63x10°° 3.1x10° 1.6x 1073 2.0x 107 42 %1074 1.0x 108
12 92x1073 4.6 x 1076 2.4 %1073 30x 1077 6.1x 1074 20x 1078
1.4 1.3 x 102 6.5x 107 3.4 %1078 43 x 1077 8.7 x 1074 30x 108
1.6 1.8 x 102 9.1x10°¢ 4.8 x10°° 59 x 1077 1.2x 1073 40x 1078
1.8 25x10°? 1.3 x 10-° 6.6 x 1073 8.2 x 1077 1.7 x 1073 50x 108
20 34x107? 1.7 x 10°° 8.9x 1073 1.1 x 107 23 %1073 70x 1078
UTrer
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Métodos de Runge-Kutta (ordem 4)

Convergéncia dos métodos de Runge-Kutta de 2¢ e 42 ordem no PVI
y' =y —3t+1,y(0) = 0.5 para vdrios valores de n.

y(t)
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Sistemas de EDOs (2 equacoes)

Podemos aplicar adaptar o método de Euler para resolvermos sistemas
de PVIs de n = 2 (ou mais) equacdes. Tal sistemna pode ser posto na
forma:

vi() = f(tn,y2)
ya3(f) = Rty y2)
yi(@) = m
(@) = a

ou seja, as incognitas sdo as funcoes vy, (1) e y»(1) sujeita as condicdes
iniciais.
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Sistemas de EDOs (2 equacoes)

Tal sistema pode ser posto na forma vetorial:

{v’ = f(t,y)
y(a) = Yo,
once ) A ]
_| Y _ _
= A3 = LER ] e v

Nosso objetivo é gerar aproximacdes w' para 'y, onde

an
(&%

-
W,

i
W= Wi
2

parai=0,1,2,---,n.
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Sistemas de EDOs (2 equacoes)

Para adaptar o Método de Euler em um sistema de PVI de duas equacoes
facamos o seguinte:

@ Iniciamoswl =yy, Ty =aeparai=0,1,2,---,nfaremos o seguinte:

e Calculamos k = f(#;, w')
o Atualizamosw™*' =w' + hketi=a+h-i

Lembre-se de fazer estas contas vetorialmente!
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Sistemas de EDOs (2 equacoes)

Algoritmo a ser implementado:

Algoritmo 5: Método de Euler para um sistema de PVI
Input: f,yg. a.ben;

h=(b-a)/n;
t=a
wO = yq;
fori=0,1,--- ,n—1do
t=a+i-h
k = f(;, w);
witl =w/ + h.k;
end

Output: (1, w).
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Sistemas de EDOs (2 equacoes)

Calcule 20 aproximagcoes para a solucdo do PVI

yi() = yi(1 -0.5y2)
vo(t) = v2(~0.75+0.5y1)
n = 3

v2(0) = 3

no intervalo 0 < t < 5 usando o método de Euler?,

9Este sistema é conhecido como Lotka-Volterra
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Sistemas de EDOs (2 equacoes)

Tal sistema pode ser posto na forma vetorial:

{Y' = f(t,y)

y(a) = Yo,

onde
_ | va(®) _ y1(1 —0.5y») _ |3
Y=10 | f—{)/2(_0.75+o.5y1)] e VO—{s}

Agora vamos aos cdalculos.
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Sistemas de EDOs (2 equacoes)

Os cdlculos das 20 iteracdes estdo apresentados a seguir:

i=0ety=0:
k _ fl(to,w?,wg) o f1(0,3,3) _ —1.5
- falto,wf,w) | | £2(0,3,3) | | 2.25
3 —1.5 2.625
1 _ 0 k= . =
wl o= wOih-k Mm.% [225] [3'562}

Aliano, A.F (UTFPR) Cdlculo numérico 1¢ sem. de 2021 100/117



Métodos de Runge-Kutta Sistemas de EDOs (2 equacgdes)

Sistemas de EDOs (2 equacoes)

As aproximacodes estdo apresentadas a seguir.

wol(t)

w|(t

0 1 2 3 4 5
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Sistemas de EDOs (2 equacoes)

Para adaptar o Método de Euler Melhorado em um sistema de PVI de
duas equacdes, facamos o seguinte:
@ Iniciamos wo =yp e parai=0,1,2,--- ,nfaremos o seguinte:
e Calculamos k; = f(f,w')
o Calculamos k, = f(fi + h,w' + h-k;)
o Atudlizamosw™ =w'+ 5. (ky +ko)eti=a+h-i

Lembre-se de fazer estas contas vetorialmente!

Aliano, A.F (UTFPR) Cdlculo numérico 12 sem. de 2021 102/117



Métodos de Runge-Kutta Sistemas de EDOs (2 equacgdes)

Sistemas de EDOs (2 equacoes)

Algoritmo a ser implementado:

Algoritmo 6: Método de Euler Melhorado para um sistema de PVI
Input: f,yg. a.ben;
h=(b-a)/n;
t=a
wo = yq;
fori=0,1,--- ,n—1do
t=a+i-h
ky = f(#, w');
ko = f(f; + h,w' + h-Ky);
W= w5k + ko)
end
Output: (1, w).
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Sistemas de EDOs (2 equacoes)

Voltamos ao sistema anterior, que é escrito vetorialmente por:

{v’ = f(ty)

y(a) = Yo,

onde
IR0 _ y1(1 —0.5y,) _ |3
y= yg(f)}’ f_{yg(—0.75+0.%y1)] e VO—{s}

Aplicamos o método de Euler Melhorado a ele.
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Sistemas de EDOs (2 equacoes)

Os cdlculos das 20 iteracdes estdo apresentados a seguir:

i=0ety=0:

K - filto,wd,wd) T [ £1(0,3,3) T [ —-1.5
- falto,wd,wd) | | f2(0,3,3) | ~ | 225

o = [+ 025,08 025 kw8 +0.25 k) | _ [ £1(025,2.625,3562) | _ [ —2.051
= | Balto+0.25,00 +0.25 -kl wd +025- k) | T | £2(0.25,2.625,3.562) | = | 2.004
37, om ([ -15 ~2.051 2556
U w4 k) = 025, -
who= wiig (KK [3}*2 ([2.25]*{2.004 D {3.532}
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Sistemas de EDOs (2 equacoes)

As aproximacodes estdo apresentadas a seguir.
Yy

0 1 2 3 4 5
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Sistemas de EDOs (2 equacoes)

A comparacdo entre os métodos de Euler e Euler Melhorado no mesmo
exemplo é apresentada a segulr.
Yy
5

4

0 1 2 3 4

(S
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EDOs de ordem superior

Um PVI de ordem n pode ser transformado num sistema de PVI de n
equacoes. Veja o exemplo a seguir:

Exemplo

Escreva o PVI de segunda ordem a seguir:

y'(1) = (sint)y’ +(Int)y + 2
y(l) = 3
y'() =5

como um sistema de EDOs.
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EDOs de ordem superior

@ Sejaz =y’ entdo y/'(1) = z(1) = 5 e y’ = Z. Logo, o PVI pode ser
reescrito como:

Z(H) = f(ty,z2) = (sinHz4+(Int)y+ 12
y'(t) = f(tyz) = z

y(l) =

z2(1) = 5
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EDOs de ordem superior

@ Na forma matricial podemos reescrever como:

y'(t)y = f(t,y,2)
y(1) = Yo,

=[] e[ o]
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Sistemas de EDOs (2 equacoes)

Os cdlculos estdo disponiveis a seguir:

i=0ety=1:
Kk — fl(to,w‘f,wg) | f1(1,5,3) ] [ 1.052
= | ltowliwd) | T | f(1,5,3) | T 3
1 0 |5 1.052 | _ | 5.21
w = w3 won [ 1] 32

Deveremos olhar para o vetor y, ele é a solucdo da EDO original.
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EDOs de ordem superior

Exemplo

Use o método de Euler Melhorado para estimar a altura maxima atin-
gida por uma bola, arremessada por um garoto, de uma altura de 1.8
m a uma velocidade de 12 m/s. Considere g = 10 m/s?.
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EDOs de ordem superior

e £ bem sabido que, se s(t) & a posicdo da bola no instante + > 0
entdo caimos no PVI de segunda ordem:

() = -g
s0) = 18
S0) = 12

@ Precisamos transformar este PVI num sistema de duas equagoes.
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EDOs de ordem superior

@ Sendo ¢ = v entdo s’ = v/. As condig¢des iniciais ficam da seguinte

forma: s(0) = 1.8 e v(0) = 12; portanto o sistema serd dado por:
vVi(t)y = f(t,v,s) = =10
sl(f) = f2(T7 v, S) = Vv
v(0) = 12
s0) = 138

@ Que escrito matrialmente, é:

() = f(t,v,s)
{Y(O) = Yo,

(][
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EDOs de ordem superior

Resolvendo-o no intervalo [0,10] e com h = 1 teremos os seguintes
cdlculos:

i=0ety=0:
K - filto,w?,wd) | [ fA(0,12,18) 7 [ —10
| fltowfiwd) | T f2(0,12,18) | | 12
1 0 e — . 10| _ | 10
w w+hk7[1‘8}+02[12]7{42]

Deveremos ver o instante onde v(t) = 0. Que instante é este?
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